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1. INTRODUCCION

El Célculo Estocéstico es en realidad uinicamente Célculo Integral Estocédstico, por lo menos
en lo que se refiere a la teorfa que quedé practicamente concluida hacia finales de los anos 70’s
del siglo pasado y que en lo que sigue denominaré Célculo Estocdtico Clédsico. Después esa
teoria se fue ampliando y se desarrollé en varias direcciones. Ahora bien, al igual que ocurrié
con el Cdlculo Diferencial e Integral que conocemos, la teorfa de Integracién Estocédstica
se desarroll6 para poderla aplicar en la soluciéon de cierto tipo de problemas de interés.
De manera especifica, el objetivo es poder resolver las llamadas ecuaciones diferenciales
estocdsticas, las cuales también son en realidad ecuaciones integrales estocdsticas. Como
veremos mas adelante, en el Célculo Estocdstico Clédsico no hay derivadas; es decir, no hay
un Caélculo Diferencial Estocdstico ya que, en general, se trabaja con funciones que no son
diferenciables. A su vez, el resolver ecuaciones diferenciales estocédsticas tiene por objetivo el
poder construir procesos estocdsticos que modelen fenémenos de interés en diversas dreas.
Una de las aplicaciones mds desarrolladas es la referente a las Finanzas, pero actualmente
las aplicaciones estdn més diversificadas. Por otra parte, si bien, como lo mencioné antes, la
teorfa del Célculo Estocédstico Clésico quedé bien establecida en los 70’s del siglo pasado, no
fue asfi en lo que se refiere a las ecuaciones diferenciales estocdsticas, tema que actualmente
aln sigue en desarrollo.

Con estas notas pretendo dar una idea de lo que es el Célculo Estocéastico Clédsico y un poco
lo que son las ecuaciones diferenciales estocdsticas y cémo se aplica la teorfa de integracién
estocéstica para resolverlas.

Para entender el concepto de integral estocdstica es muy 1til tener una idea clara de cémo
se fue desarrollando la teorfa de integracién tal como se ensena actualmente en los cursos
de Calculo (integral de Riemann) y en los de Anédlisis Matematico (integral de Lebesgue).
Esto no tnicamente por curiosidad, sino porque las investigaciones alrededor del concepto
de integral y sus propiedades condujeron a lo que ahora se llama Teorfa de la Medida, la cual
es una de las herramientas fundamentales que se utilizan en el Célculo Estocéastico. Para
entender a fondo este tltimo es necesario un conocimiento amplio y detallado de la Teoria
de la Medida.

El Célculo Diferencial e Integral fue inventado por Isaac Newton y Gottfried Wilhelm Leibniz
a finales del siglo XVII. En su trabajo definieron el concepto de derivada de una funcién y
geometricamente la interpretaban como la pendiente de la tangente a su gréfica. La integral
de una funcién la vieron como la operacién inversa de la derivada y geometricamente la
interpetaban como el drea de la regién delimitada, en el intervalo de integracion, por la
griafica de la funcién y el eje horizontal.

A medida que la teorfa se fue desarrollando se plantearon problemas cada vez mas complejos,
los cuales hicieron ver la necesidad de definir los conceptos con mayor precisiéon y de demostrar
resultados con métodos analiticos, en lugar de algunos métodos geométricos que se utilizaban.

En particular, la manera en que se trataba con la integral de una funcién llevé a cues-
tionamientos acerca de la validez de algunas propiedades que se asumfan como vélidas. De
particular importancia fue el trabajo de Jean-Baptiste Joseph Fourier, publicado en el ano
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1822 bajo el titulo Théorie analytique de la chaleur. Afirmé ahi que una funcién arbitraria
f (hay que aclarar aqui que en esa época atin no se habia llegado al concepto de funcién
que tenemos actualmente) definida y acotada en el intervalo [—L, L], puede representarse
mediante una serie trigonométrica de la forma:

f(z) = —ao + Zn 1 [an cos "TE + b sen”zaﬂ

La demostracién de Fourier de esta afirmacién consiste basicamente en tratar el desarrollo
anterior como una ecuacién para la cual tendrian que encontrarse los coeficientes ag, a,, v b,
(n € N) que la hacen vilida. Para esto, integrando entre — L y L ambos lados de la expresion,
se obtiene:

ffL f(x)dz = 2a9L

Asf que ag = 5= ffL f(x)dx

€T

Ahora, multiplicando por cos *F* ambos lados de la expresién e integrando, se obtiene:

f_LL f(z) cos M2dx = a, L

nmwx

Asi que a,, = %f_LL f(x) cos "Frdx

nmx

7+ ambos lados de la expresién e integrando, se obtiene:

Finalmente, multiplicando por sen™~
" f) )sen™ 2 dx = b, L
L n

Asf que b, = %f_LL f(z)sen™=dx

Fourier argumentaba que las integrales que definen los coeficientes ag, a, y b, estdn bien
definidas pues cada una puede obtenerse mediante el célculo del drea bajo la gréfica de la
funcién correspondiente.

Ademss de la necesidad de clarificar el concepto de funcién, la demostracién de Fourier
planteaba los siguientes tres problemas:

1. Definiendo los coeficientes a,, y b,, como lo hacia Fourier,

ila serie Lag + > oo [an cos T + b,sen™:] converge a f(z) para cualquier z € [—L, L]?

2. jPara qué funciones f, las integrales que definen los coeficientes a,, y b, (n € N) estan

definidas?
3. iSe puede integrar término a término una serie de funciones?

En el ano 1823 se publico el libro de Augustin-Louis Cauchy titulado Résumé des lecons
données & I’Ecole Royale Politechnique sur le calcul infinitésimal, en el cual traté el problema
de la definicién de la integral, primero para las funciones continuas y después para funciones
con discontinuidades.
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En ese trabajo, Cauchy defini6 el concepto de continuidad bésicamente como se conoce ac-
tualmente y formulé la definicién analitica de la integral de una funcién continua, demostran-
do su existencia:

Sea f una funcién continua en el intervalo [a, b], entonces las sumas:

S = 22:1 fxr-1) (x — Tk-1),

correspondientes a particiones P = {a = zg < -+ < x, = b} tienden a un limite cuando
los elementos x, — x;_1 se hacen infinitamente pequenos; a ese limite se le llama la integral

definida de f y se le denota por fab f(z)dz. Se obtiene el mismo limite si se consideran sumas
de la forma S = >, flxr—1 + Ok(zx — z4—1)] (25 — 24-1), donde 05 € [0, 1].

Demostré ademds que si f es una funcién continua y F(z) = [ f(y)dy, entonces F'(zo) =
f(zo) para cualquier =y € (a,b).

La integral asi definida es conocida actualmente como la integral de Riemann y no como la
integral de Cauchy. La razén de esto parece justa pues fue el trabajo de Riemann, publicado
en el ano 1867, el que dié la pauta para desarrollar una Teorfa de Integracién, la cual a su
vez llevaria mds tarde a una Teoria del Contenido y finalmente a la moderna Teorfa de la
Medida.

2. LA INTEGRAL DE RIEMANN

Georg Friedrich Bernhard Riemann, en un articulo titulado Sur la possibilité de représenter
une fonction par une série trigonométrique, el cual fue elaborado en 1854 pero publicado en
1867, cambié el enfoque para atacar el problema de la integraciéon de funciones. Cauchy y
quienes le siguieron buscaban extender la definicién de la integral a funciones tan discontinuas
como fuera posible, pero no partiendo de una definicién general, sino dando una definicién
distinta dependiendo del tipo de funciones que se querian integrar. En cambio, Riemann
plante6 una definicién general de la integral para cualquier funcién y se abocé al problema
de caracterizar a las funciones para las cuales esa integral esta definida.

Planteaba Riemann: ;Qué se debe entender por fab f(z)dx?

Consideremos una particiéon xg, 1, . . ., x, del intervalo [a, b] y definamos §;, = z — z5_1. Si,
independientemente de como se elijan las cantidades ¢, € [0,1], las sumas » ,_, 05 f(z5—1 +
er0x) tienden a un limite cuando todas las cantidades §; tienden a cero, a ese limite se le

llama el valor de la integral definida f; f(z)dz.

Decia Riemann: “Busquemos ahora la extensién y el limite de la definicién precedente y
hagamonos esta pregunta: ;En qué casos una funcién es susceptible de integracién?, ;en qué
casos no lo es?”

Establecié dos criterios, ambos basados en el concepto de oscilacién de una funcién en un
intervalo, mediante los cuales aclaré algunas confusiones que habia en ese momento con
relacién a la integrabilidad de una funcién; en particular, exhibié una funcién integrable,
definida en un intervalo cerrado, para la cual el conjunto de sus discontinuidades es denso
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en el intervalo. El ejemplo de Riemann eché abajo una idea que se tenfa segin la cual
para que una funcién sea integrable se requiere que el conjunto de sus discontinuidades sea
topoldgicamente pequeno.

Definicién 1. Sea f : [a,b] — R una funcién acotada. La diferencia:

sup{f(z):x € la,b]} —inf{f(x):x € la,b]}
es llamada la oscilacion de f en el intervalo [a,b].

Definicién 2. Sea f : [a,b] — R una funcion acotada, x € (a,b) e (I,)nen una sucesion de
intervalos cerrados encajados que contengan a x como punto interior y tales que (oo, I,, =
{z}; denotemos por O,, a la oscilacion de f en el intervalo I,,; entonces el limite lim,,..», O,
eziste y es independiente de la sucesion particular de intervalos encajados con las propiedades
dadas antes. A ese limite se le llama la osctlacion de la funcion f en el punto .

3. TEORIA DEL CONTENIDO

Después de la publicacién del articulo de Riemann, las investigaciones se orientaron hacia la
buisqueda de una caracterizacién de las funciones integrables, basada en el tipo de conjunto
que forman sus discontinuidades. Fue asi que se llegé a un nuevo concepto, el de contenido
cero.

Definicién 3. Se dice que un conjunto tiene contenido cero si, para cualquier € > 0, existe
una familia finita de intervalos abiertos cuya union cubre al conjunto y tales que la suma de
sus longitudes es menor que €.

Una vez definido este concepto se pudo establecer con toda claridad la condicién para que
una funcién sea integrable. Axel Harnack demostré en 1881 que una funcién es integrable
si y sélo si, para cualquier o > 0, el conjunto de puntos donde la oscilacién de la
funcién es mayor que o tiene contenido cero.

El concepto de contenido cero se convertiria desde ese momento en uno clave para la teorfa
de la integracién. Surgirfa mds adelante en conexién con la teorfa de integrales dobles sobre
una regién F del plano, cuya frontera requiere tener contenido cero para que la integral
pueda ser definida.

En ese momento se tuvieron entonces las bases para desarrollar una teorfa del contenido, lo
cual fue llevado a cabo, sobre todo, por Camille Jordan durante el periodo que va de 1883 a
1892:

Las definiciones y propiedades se establecieron en ese periodo tanto para el caso de sub-
conjuntos de los reales como para subconjuntos del plano, siendo similares en los dos casos.
También surgieron en este periodo los conceptos de integral superior e inferior de una funcién.

Sea A un conjunto acotado de mimeros reales y [a, b] un intervalo que lo contenga. Para cada
particién P del intervalo [a, b] sea S(P, A) la suma de las longitudes de los subintervalos de
P que contienen puntos de A y S(P, A) la suma de las longitudes de los subintervalos de
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P contenidos en A. Se define entonces el contenido exterior de A, c.(A), y el contenido
interior de A, ¢;(A), mediante las relaciones:

ce(A) = inf {S(P, A) : P es particién del intervalo [a, b] }
¢i(A) =inf {S(P, A) : P es particién del intervalo [a, b]}

Se dice entonces que A es Jordan-medible si ¢.(A) = ¢;(A) y, en este caso, a esta cantidad
comtn se le llama el contenido de A y se le denota por ¢(A).

Evidentemente todo conjunto de contenido cero es Jordan-medible. También todo intervalo
acotado es Jordan-medible y su contenido es igual a su longitud.

Consideremos un intervalo [a, b], entonces la familia de subconjuntos de [a, b] que son Jordan-
medibles es cerrada bajo complementos y uniones finitas. Ademads, si A, Ao, ...,A, es
una familia finita de subconjuntos de [a,b] que son Jordan-medibles y ajenos por parejas,
entonces:

¢ (Up=1 Ak) = 2 k=1 ¢ (Ax)

Se observé también durante ese periodo que la teoria del contenido estd intimamente rela-
cionada con la teorfa de integraciéon de Riemann, no tnicamente porque la caracterizacion
de la integrabilidad de una funcién se establece con base en el concepto de contenido cero
0 porque para integrar sobre una regién del plano se requiere que la frontera de ésta tenga
contenido cero. La relacién resulta bastante més profunda, a tal grado que puede decirse que
constituyen en realidad la misma teorfa, formulada por un lado para los conjuntos y por el
otro para las funciones. Por ejemplo, se tiene el siguiente resultado:

Sea f : [a,b] — R una funcién acotada no negativa y E la region en R? acotada por el eje
x y la grafica de f entre a y b, entonces f es Riemann integrable si y sélo si E es Jordan
medible. Ademds, en ese caso, se tiene ff f(x)dx = c(F).

4. TEORIA DE LA MEDIDA DE BOREL

En 1894-1895, Emile Borel dio las bases para un nuevo avance al introducir el concepto de
medida cero:

Definicién 4. Se dice que un conjunto tiene medida cero si para cualquier € > 0 existe una
coleccion numerable de intervalos abiertos {I,} cuya union cubre al conjunto y tales que la
suma de sus longitudes es menor que €.

Ademis de introducir el concepto de medida cero al resolver el problema que lo motivé
para dar esa definicién, la demostraciéon de Borel contiene un resultado que serfa clave para
que mds adelante Lebesgue pudiera definir el concepto de medida. Ese resultado se puede
enunciar de la siguiente manera:

Sea [ un intervalo cerrado y acotado e (I j)j ¢y Una sucesion de intervalos abiertos tales que
I c U2, I, entonces:
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HI) < 32525 1)

El resultado parece trivial ya que al evaluar la suma de las longitudes de los intervalos I},
si dos de ellos se traslapan, podria haber una parte de I cuya longitud se estd sumando dos
veces; si no se traslapan, al sumar las longitudes de los dos intervalos, esa suma es por lo
menos igual a la suma de las longitudes de las partes de I que se encuentran dentro de esos
intervalos. Sin embargo, al tratar de formalizar esta idea se llega nuevamente al problema
inicial.

Si el conjunto de intervalos abiertos cuya unién cubre I fuera finito, el resultado se puede
demostrar facilmente.

Para demostrar el resultado enunciado, Borel demostré que existe una coleccién finita de los
intervalos /; cuya unién también contiene a I, resultado que mds adelante llevé al concepto
de compacidad.

Ms4s adelante, en un libro publicado en 1898, Borel retomé el concepto de conjunto de medida
cero para desarrollar una teoria de la medida. Para Borel la idea fundamental consistia en
definir los elementos nuevos que se introducen con ayuda de sus propiedades esenciales, es
decir, aquellas que son estrictamente indispensables para los razonamientos que siguen. Las
propiedades esenciales que planteé Borel son las siguientes:

1. La medida de la unién de una coleccién numerable de conjuntos ajenos es igual a la
suma de sus medidas.

2. La medida de la diferencia de dos conjuntos de medida finita A y B, con A C B, es
igual a la diferencia de sus medidas m(B) — m(A).

3. La medida de un conjunto nunca es negativa.

5. TEORIA DE LA MEDIDA DE LEBESGUE

El paso siguiente en el desarrollo de la Teorfa de la Medida, asi como el tltimo paso hacia
la caracterizacién de las funciones Riemann-integrables lo dié Henri Lebesgue en 1902.

Una funcién acotada f : [a,b] — R es Riemann integrable si y sélo si el conjunto
de puntos donde la funcién es discontinua tiene medida cero.

Lebesgue desarroll6 su teoria de la integral en su tesis doctoral titulada Integrale, longueur,
aire. Méas tarde la expuso en su libro Legcons sur l'intégration et la recherche des fonctions
primitives.

Mostré Lebesgue que para dar una definicién constructiva de la integral de cualquier funcién
acotada, basta con hacerlo para las funciones que inicamente toman como valores 0 y 1y,
para una funcién f de este tipo, el problema de integracién se traduce en asignar un nimero
al conjunto de numeros reales = € (a,b) tales que f(z) = 1; de manera que entonces se
planteé Lebesgue el problema de la medida de conjuntos, el cual consiste en asignar a cada
conjunto acotado de nimeros reales F, un nimero no negativo, m (£), al cual llamard la
medida de F, debiéndose satisfacer las siguientes propiedades:



1. Si E es un conjunto acotado y a € R, entonces m(E + a) = m(E).

2. Si Ey, Es, ... es una familia finita o infinita numerable de conjuntos, ajenos por parejas y

contenidos en un conjunto acotado, entonces m(|J E,) = > m(E,).
n

n

3. m([0,1]) = 1.
Las condiciones sobre la medida implican que si z € R, entonces m ({z}) = 0.
También, la medida de un intervalo acotado [a, b] debe de ser igual a su longitud.

Para definir la medida de cualquier conjunto acotado, Lebesgue hizo el siguiente razonamien-
to:

Si F es un conjunto acotado e Ii, s, ... es una coleccién finita o infinita numerable de
intervalos, ajenos por parejas, tales que £ C U,I,, entonces se debe de tener m(E) <
>, l(I,); defini6 entonces la medida exterior de E, m.(E), como el infimo de esas sumas,
es decir:

me(E) =inf{>" 1(1,): L1, I5,... son intervalos ajenos por parejasy £ C J, I}

Ahora bien, como se tiene que m ([a,b]) = m (E) + m ([a,b] — E), entonces:
m (E) = m ([a,b]) —m([a,b] = E) = m([a,b]) = me ([a,0] = E) = I([a,b]) — me ([a,0] — E)

Se sigue que la cantidad [ ([a, b]) — m. ([a,b] — E) es una cota inferior para la medida de F,
la cual define como la medida interior de E y la denota por m;(E).

Como ya lo mencionamos, Lebesgue hizo lo anterior asumiendo que es posible asignarle una
medida a todo conjunto acotado F, sin embargo las definiciones de medida exterior e interior
son independientes de esta consideraciéon y pueden darse para cualquier conjunto. Mostré
entonces que se tienen las siguientes relaciones para cualquier conjunto acotado E:

¢i(E) <mi(E) < me(E) < c(E)
Ademds, como se mostré arriba, de ser posible asignar una medida m(FE) al conjunto E, se
debe de tener m;(F) < m(FE) < m¢(FE). Por lo tanto, la medida asignada a E sera tnica

cuando sus medidas interior y exterior coincidan. De aquf que Lebesgue establecio la siguiente
definicién:

Definicién 5. Se dice que un conjunto acotado E es medible si m;(E) = m.(E).

Finalmente observé Lebesgue que, debido a la relacion:

ci(E) <mi(E) <me(E) < c(F)
cualquier conjunto Jordan medible es también Lebesgue medible y, dado que los intervalos
son medibles y la familia de conjuntos medibles tiene las propiedades enunciadas arriba, todo
conjunto medible, de acuerdo a la definicién de Borel, es también Lebesgue medible. De esta
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forma la teorfa de la medida de Lebesgue resulta m&s general tanto que la de Jordan como
de la de Borel y las engloba a ambas.

Lo mismo ocurre con la teorfa de integraciéon que desarrolla Lebesgue a partir de su con-
cepto de medida. La integral de Lebesgue resulta ser mds general que la de Riemann: to-
da funcién Riemann-integrable es Lebesgue-integrable, pero hay muchisimas funciones que
son Lebesgue-integrables, pero no Riemann-integrables. Ademsds, la integral definida por
Lebesgue tiene propiedades que no las tiene la integral de Riemann y eso la hace mucho mas
manejable.

6. LA INTEGRAL DE STIELTJES

Previamente al trabajo de Lebesgue, Thomas Joannes Stieltjes habia extendido el concepto
de integral en una direccién distinta a la de Lebesgue. En el ano 1894 publicé un articulo
titulado Recherches sur les fractions continues, donde planteé el problema de determinar el
limite, si existe, de una fraccién continua de la forma:

1

at— T
agzt— 1

agz+ -
donde (ay,),cy €s una sucesién de nimeros reales positivos y z un niimero real o un niimero
complejo.

En el desarrollo que realizé Stieltjes en su articulo, obtuvo una expresién que lo llevé a
introducir el concepto de momento de una funcién mondétona creciente y al problema de la
determinacién de esa funcién a partir de sus momentos. Para ello, decfa que una distribucién
de masa sobre la parte positiva de una recta de origen O representa una funcién creciente
de la distancia x al origen. Agregaba que, inversamente, una funcién creciente, definida so-
bre la parte positiva de la recta, se puede imaginar como representando una distribucion
de masa. Dada una funcién creciente ®, definida en un intervalo [a, b] sobre la parte posi-
tiva de una recta, consideraba una particién {xg, z1,...,z,} del intervalo [a, b], tomaba un
punto §; en cada subintervalo [z;_1,z;], consideraba la suma Y . & (P (z;) — @ (z;_1)) ¥y
definfa el momento de ® como el limite de esa suma cuando las longitudes de los subin-
tervalos de la particién tienden a cero (para k € N, el momento de orden k de ® seria
el ltmite de las sumas >, &F (® (2;) — @ (2;_1))). Generalizando esta idea, consideré una
funcién continua f, definida sobre el intervalo [a,b], y definié la integral de f con res-

pecto a ® en el intervalo [a, b, denotada por f: f(u)d® (u), como el limite de las sumas
Sor o f(&) (@ (x;) — @ (2-1)). De esta forma surgié lo que ahora se conoce como la integral
de Riemann-Stieltjes.

La integral de Stieltjes se vincula con otro concepto de importancia central, el de funcién de
variacién acotada. En su libro Legons sur l"intégration et la recherche des fonctions primitives
(1904), Lebesgue atribuye la invencién de este concepto a Jordan. En ese libro, Lebesgue
dedicé un capitulo al estudio de las funciones de variacién acotada, aunque no motivado por
el trabajo de Stieltjes, el cual ni siquiera menciona. La motivacién de Lebesgue provenia
del estudio que hacfa de la rectificacién de curvas, es decir de la medida de la longitud de
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una curva, y también del hecho de que, si f : [a,b] — R, es integrable, entonces la funcién
x — f; f (y) dy, definida sobre [a, b], es de variacién acotada.

La relacién entre la integral de Stieltjes y las funciones de variacién acotada proviene de
que una funcién g : [a,b] — R es de variacién acotada si y sélo si se puede expresar como
la diferencia de dos funciones no decrecientes, resultado que Lebesgue demostré en el libro
citado. De aquf que la integral de Stieltjes se pueda extender al caso en que ® es de variacién
acotada.

Una propiedad muy importante de la integral de Stieltjes es la férmula de integracién por
partes.

Teorema 1 (Férmula de integracién por partes). Supongamos que la funcion acotada f :
la,b] — R es integrable con respecto a la funcién acotada g : [a,b] — R, entonces g es
integrable con respecto a [ y se tiene:

12 gdf = f(0)g(b) — fla)g(a) — [ fdg

Por otra parte, para que una teorfa de integracion tenga alguna utilidad préctica, tal vez la
minima condicién que se puede pedir es que todas las funciones continuas sean integrables
y es aqui donde cobra gran importancia un concepto clave para la teorfa desarrollada por
Lebesgue y su generalizacién, el concepto de funcién de variaciéon acotada, el cual Lebesgue
ya lo habfa identificado como muy importante.

Se dice que una funcién g : [a,b] — R es de variacién acotada si:
sup 3 -1 19(tk) — g(t-1)| < o0

donde P = {a =1ty <t; <--- <t, = Db} es una particién del intervalo [a, b].

Se puede demostrar que una funcién g : [a,b] — R es de variacién acotada si y sélo si
existen dos funciones monétonas no decrecientes u; : [a,b] — R y us : [a,b] — R tales que
g = uy — Us.

Teorema 2. Teorema Sea g : [a,b] — R una funcion de variacion acotada y f : [a,b] — R
una funcion continua, entonces f es integrable con respecto a g.

Teorema 3. Sea g : [a,b] — R una funcion y supongamos que todas las funciones continuas
f i [a,b] — R son integrables con respecto a g, entonces g es de variacion acotada.

Este resultado es fundamental y se generalizarfa, llegando a ser un concepto clave en la teoria
general de la medida y la teorfa general de integracién. Podria decirse de la siguiente manera:
para tener una "buena'teorfa de integracién de una funcién f con respecto a otra funcién g,
se requiere que g sea de variacién acotada.

7. TEORIA GENERAL DE LA MEDIDA

Después de que Lebesgue desarrollé su teoria de integraciéon en R, se extendié al caso de R™
sin mucha dificultad.
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En 1913, Johann Karl August Radon mostré que se puede desarrollar una teoria general en
la cual quedan incluidas la integral de Lebesgue en R” y la integral de Stieltjes.

Radon introdujo el concepto de funcional aditiva sobre una familia de subconjuntos de R™.
Aun no se trataba de la definicién general de una medida ya que Radon se restringié a
familias de subconjuntos de R™ que contienen a los conjuntos borelianos.

Finalmente, también siguiendo un procedimiento similar al de Lebesgue, Radon desarroll6
una teorfa de integracién para las funcionales aditivas.

Con base en el trabajo de Radon, Maurice René Fréchet extendié la teoria de la medida
de Lebesgue a espacios abstractos en un articulo de 1915 titulado Sur [’integrale d’une
fonctionnelle étendue a un ensemble abstrait.

Finalmente, Fréchet definié la integral con respecto a una funcion aditiva utilizando el método
de Darboux, el cual consiste en definir la integral superior y la integral inferior.

En su articulo de 1923, al cual le siguié uno de 1924, Fréchet desarrollé ain mads su teoria
iniciada en 1915, quedando asi ya establecido lo esencial de lo que posteriormente se llamaria
la teorfa de la medida y la teoria de integracion con respecto a una medida.

Podria decirse que el ciclo de investigacion alrededor de los conceptos de medida y de integral
con respecto a una medida, asi como de sus propiedades bdsicas, se cerré con el trabajo de
Otton Nikodym de 1930.

Nikodym retomé el trabajo de Radon y obtuvo un resultado general, ahora conocido como
el teorema de Radon-Nikodym.

Nikodym hacfa referencia en su articulo a la formulacién general que hace Fréchet de la
teoria de la medida de Lebesgue, pero modificé un poco la terminologia. Consideraba una
familia no vacia H de subconjuntos de un conjunto H, la cual es cerrada bajo uniones
numerables y complementos (en particular H pertenece a la familia); es decir, lo que aho-
ra se denomina o-dlgebra de subconjuntos de H. Una medida p la definié entonces como
una funcién (con valores reales), no negativa, definida sobre H, la cual es "perfectamente
aditiva", es decir, si Eq, Fs,... son elementos de la familia, ajenos por parejas, entonces
p(Uo2y En) =3 p(En); es decir, p es o-aditiva, en la terminologfa moderna. En otras
palabras, Nikodym trabajaba con medidas tal y como se les define actualmente.

Con este trabajo de Nikodym quedé formulada la teoria de la medida como se le conoce
actualmente y quedaron establecidos los resultados bésicos de la teorfa de integracién con
respecto a una medida.

8. TEORIA DE LA PROBABILIDAD

Por el lado del Calculo de Probabilidades, una de las propiedades bdsicas con la que se
contaba para calcular probabilidades es la que formula Henri Pincaré en un libro publicado
en el ano 1896: cuando un evento puede producirse de dos maneras diferentes, de tal forma
que esas dos maneras no puedan ocurrir simultdneamente, la probabilidad de ocurrencia de
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este evento es igual a la suma de la probabilidad de que se produzca de la primer manera y de
la probabilidad de que se produzca de la segunda manera."De aqui se sigue inmediatamente
que si un evento puede producirse de n maneras diferentes, de tal forma que cualesquiera
dos de esas maneras no puedan ocurrir simultdneamente, la probabilidad de ocurrencia de
este evento es igual a la suma p; + p2 + -+ + py,, donde, para k € {1,2,...,n}, p; es la
probabilidad de que se produzca de la k-ésima manera. jEs la aditividad finita!

. Qué se podia decir (estamos ubicdndonos a finales del siglo XIX) si un evento puede pro-
ducirse de una infinidad numerable de maneras diferentes, de tal forma que cualesquiera
dos de esas maneras no puedan ocurrir simultdneamente? Hacfa muchos anos que Bernoulli
habfa dado una respuesta a esta pregunta, en su libro publicado en el ano 1713. No lo hizo
para el problema general que estamos planteando, sino para un problema particular donde se
presentaba esta situacién. La respuesta, para el problema particular que planteé Bernoulli,
es simple: la probabilidad de ocurrencia de tal evento es la serie >, , py, donde para k € N,
pr es la probabilidad de que el evento se produzca de la k-ésima manera. jEs la o-aditividad!

La historia no finalizé con lo que hizo Lebesgue ni el Célculo de Probabilidades se estancé en
el estado en que se encontraba a finales del siglo XIX. Hacia 1930 se tenfa ya desarrollada una
Teoria General de la medida, la cual inclufa la definicién y el estudio de medidas definidas
sobre una familia de subconjuntos de un conjunto cualquiera y se contaba con un método
para construir esas medidas. La propiedad bésica de cualquier medida es la o-aditividad.

Casi inmediatamente después de publicado el trabajo de Lebesgue, la naciente Teoria de la
Medida comenzo6 a utilizarse en algunos problemas de probabilidad, por ejemplo para calcular
un tipo de probabilidades llamadas geométricas, las cuales consisten en considerar la eleccién
al azar de un punto en una determinada regién del plano y calcular la probabilidad de que el
punto seleccionada pertenezca a un subconjunto dado de esa regién. La probabilidad buscada
se calculaba simplemente dividiendo el drea del subconjunto dado entre el drea de la region
(la cual obviamente tendria que ser positiva). Con la teoria de Lebesgue ese problema podia
ser resuelto para una familia m&s grande de subconjuntos de la regién donde se selecciona
el punto. En ese caso la funcién de probabilidad resulta ser ¢ aditiva ya que estd definida
mediante la medida de Lebesgue en el plano. Pero, se trataba tinicamente de un tipo de
problemas de probabilidad.

Se fueron planteando problemas de probabilidad cada vez més complejos, en particular con
sucesiones de variables aleatorias independientes. Un problema de gran importancia que se
resolvié fue el de construir un modelo matemético (probabilistico) para el llamado movimien-
to browniano, el cual consiste en el movimiento de un grano de polen que se coloca sobre
agua. Las posibles trayectorias que sigue el grano de polen sobre el agua son funciones conti-
nuas definidas en el intervalo de tiempo en que se observa el movimiento, el cual podriamos
asumir que es el intervalo [0, 00) y podriamos imaginar que el recipiente de agua es infinito,
de manera que cada posible trayectoria que sigue el grano de polen es una funcién continua
f :]0,00) — R?; un espacio de dimensién infinita. Fue Norbert Wiener quien, en el afio
1923, construy6 ese modelo utilizando la moderna teorfa de la medida y asumiendo que la
funcién de probabilidad es o-aditiva.Tenfamos nuevamente la o-aditividad de la funcién de
probabilidad, pero todavia para un caso particular, aunque esta vez de mucha importancia.
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Sin embargo ain quedaban algunos obstdculos que salvar para una aceptaciéon general de
esta propiedad. El problema central era el siguiente:

A una variable aleatoria se le asocia una funcién no decreciente denominada su funcién de
distribucién y, desde el ano 1913, August Radon habia demostrado que a partir de una
funcién de ese tipo se puede construir una medida utilizando el método de Lebesgue. A
una familia finita formada por n variables aleatorias se le asocia también una funcién de
n variables denominada su funcién de distribucién conjunta y, utilizando el método que
Constantin Carathéodory habia publicado en el ano 1914, también a partir de una funcién
de distribucién conjunta se podfa construir una medida.

El problema que quedaba por resolver era como construir una medida asociada
a una infinidad, numerable o no numerable, de variables aleatorias.

Este problema lo resolvié, utilizando el método de Carathéodory, Andrei Nikolayevich Kol-
mogorov en el ano 1933. De esta manera la fusién del Célculo de Probabilidades con la Teoria
de la Medida quedaba consumada. El sistema matemético formal que surgié con las investi-
gaciones entre los anos 1900 y 1933, las cuales culminaron con la publicacién del trabajo de
Kolmogorov, es lo que propiamente podemos llamar ahora la Teoria de la Probabilidad.

9. PROCESOS ESTOCASTICOS

El estudio de los procesos estocdsticos se inicié a principios del siglo XX, en forma paralela
a la conclusién del estudio de las sucesiones de

variables aleatorias independientes. Sus principales precursores fueron Andrei Andreyevich
Markov, A. N. Kolmogorov, A.Ya. Khintchine, N. Wiener y P. Lévy.

Desde la publicacién del teorema de Bernoulli, en 1713, el motor de desarrollo de la teoria
de la probabilidad fue la bisqueda de resultados que permitieran mejorar y generalizar ese
teorema. Ese proceso culminé en la década de los 30’s del siglo XX con la formulacion
acabada de los teoremas limite para sucesiones de variables aleatorias independientes.

El teorema de Bernoulli establece que si € es un experimento aleatorio y A un evento relativo
a ese experimento, de probabilidad igual a p, y consideramos un nuevo experimento aleatorio
consistente en la repeticion indefinida del experimento £, de tal manera que cada repeticién
es independiente de las otras, entonces, llamando Y,, al niimero de veces que ocurre el evento
A en las primeras n repeticiones del experimento, la sucesion de variables aleatorias (%)RGN
converge a p en probabilidad. Formulado de otra manera, el resultado dice que si (X,),,cx
es una sucesién de variables aleatorias independientes, todas con distribucién Bernoulli de

parametro p, entonces la sucesiéon (w)nEN converge a p en probabilidad.

A la forma general del resultado de Bernoulli se le conoce como ley débil de los grandes
nimeros. En una primera versién, el resultado general fue demostrado por Chebyshev, ini-
ciador de la llamada .*cuela rusa.®® la teoria de la probabilidad. En el ano 1867 Cheby-
shev demostré (utilizando la que ahora se conoce como "desigualdad de Chebyshev") que si
(Xn),en €8 una sucesion de variables aleatorias independientes, idénticamente distribuidas
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y de varianza finita, entonces la sucesién ( converge en probabilidad a la

esperanza comun de las variables aleatorias X,,.

X4+ Xo+ 4+ X )
n neN

En el ano 1928, el resultado de Chebyshev fue mejorado por Khintchine, quien logré demostrar
la ley débil sin la condicién de que las variables aleatorias X,, tengan varianza finita.

De igual manera, en este periodo se estableci6 la ley fuerte de los grandes niimeros a partir
del resultado de Borel del ano 1909, siendo Kolmogorov quien obtuvo el resultado general
en el ano 1930.

El teorema del limite central, demostrado en el ano 1733 por Abraham de Moivre para el
caso particular de una sucesién de variables aleatorias independientes, todas con distribucion

Bernoulli de igual pardmetro, fue demostrado de manera general por Lindeberg en el ano
1922.

Dentro de este contexto del estudio de los teoremas limite, Markov introdujo en 1906 una
nueva linea de investigacién al demostrar la ley débil de los grandes nimeros para una
sucesion de variables aleatorias no independientes, sino, de acuerdo con el término que él
utilizé, encadenadas. Surgié asi un tipo de proceso estocdstico que ahora es llamado de
Markov. De manera general e informal, se dice que un proceso estocdstico es de Markov si
dado cualquier tiempo ¢ € I, las familias de variables aleatorias { X, :s <t} y {Xs:s >t}
son independientes, propiedad que en ocasiones se enuncia diciendo que, dado el presente, el
pasado y el futuro son independientes. Por esta propiedad, también se dice que un proceso
de este tipo es un proceso sin memoria.

Un gran avance en el estudio de los procesos estocdsticos lo hizo Wiener entre 1921 y 1923
al construir un modelo matematico del movimiento browniano. En el ano 1827, al estudiar
el proceso de fertilizacién de las flores de varias plantas, Robert Brown observé que los
granos de polen se movian: .*l examinar la forma de estas particulas inmersas en agua,
observé muchas de ellas muy evidentemente en movimiento; éste consistia no solamente en
un cambio de lugar en el fluido, manifestado por alteraciones en sus posiciones relativas, sino
que también, con no poca frecuencia, por un cambio en la forma de la misma particula misma
... Estos movimientos eran tales que me convencieron, después de observaciones repetidas
frecuentemente, de que no surgfan de corrientes en el fluido, ni de su gradual evaporacion,
sino que pertenecfan a la particula misma.."*te movimiento ya habfa sido observado por
otros investigadores anteriormente a Brown, sin embargo fue él quien realiz6 un estudio
mads detallado, aunque no completo del mismo. En su honor se le conoce como movimiento
browniano.

Mientras tanto, la escuela rusa, que surgié con los trabajos de P. L. Chebyshev, realizé
avances significativos generalizando el trabajo de Markov. Entre 1931 y 1937, Kolmogorov
realiz6 un estudio a fondo de las cadenas de Markov en tiempo discreto y en tiempo continuo;
también estudio los procesos de difusion, los cuales son procesos de Markov con espacios de
estados continuos.Por su parte, en el ano 1934, Khintchine introdujo un tipo de procesos que
pueden ser no markovianos: los procesos estacionarios.

Otro gran avance en el desarrollo de la teorfa de los procesos estocésticos, lo realizé Paul Lévy
en su libro Théorie de l’addition des variables aléatoires, cuya primera edicién se publicé en
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1937. Ahf plante6 que una extensién natural de las sumas o series de variables aleatorias
independientes es el siguiente: .F* lugar de un fndice entero n, introduciremos un pardmetro
¢t que varfa de una manera continua; las sumas sucesivas S, (se refiere a S, = > ;| Xy,
donde Xy, X, ..., X, son variables aleatorias independientes) serdn entonces reemplazadas
por una funcién aleatoria X (¢) de ese pardmetro, y la condicién de independencia de los
diferentes elementos cuya suma es X (t) debe expresarse como sigue: si tg < t1, el crecimiento
X (t1) — X (to) es una variable aleatoria independiente de X (¢y) y del conjunto de valores
de X (t) para t < to."(p. 158). Tomando t € R, lo anterior implica que si 1,1z, ..., t, son
nuimeros reales no negativos tales que t; < t5 < ... < t,, entonces las variables aleatorias
X () — X (t1), X (t3) — X (t2), ..., X (t,) — X (t,—1) son independientes.

Lévy estd definiendo ahi lo que se conoce ahora como un proceso con incrementos indepen-
dientes. Aclara que algunos casos particulares de ese tipo de funciones aleatorias habian sido
consideradas previamente por Bachelier, en 1913, Wiener, en 1923 y Kolmogorov, en 1932.

Obsérvese que si (Yn)n€Z+ es un proceso con incrementos independientes, entonces, definien-
do, para k € N, X, =Y, =Y, 1, (X,), oy € una sucesién de variables aleatorias indepen-
dientes y, para cualquier n € N, se tiene: Y;, — Yy = >, Xj. De aqui que, para estudiar el
proceso (Y},),,cz+, se puedan utilizar los resultados que se tienen para las sumas de variables
aleatorias independientes.

La definicién general de proceso estocéstico es la siguiente:

Definicién 6. Sean (2,3, P) un espacio de probabilidad, (E,E) un espacio medible y I' un
conjunto cualquiera. Llamaremos proceso estocdstico definido sobre (2,5, P), con conjunto
de indices en I' y con espacio de estados E, a toda familia {X},. de funciones medibles
definidas sobre Q0 y con valores en E. Dada w € Q, la funcion t — X; (w) es llamada
una trayectoria del proceso. Para referirnos a un proceso estocdstico { X}, utilizaremos la

notacion (Xi),cp-

En general, un proceso estocdstico representa la dindmica de un fenémeno aleatorio, en cuyo
caso el conjunto I' de indices representa el tiempo durante el cual evoluciona el fenémeno
en consideracion, asi que I' es un conjunto de nimeros reales. El caso mas comin consiste
en el estudio de un fenémeno aleatorio que evoluciona a partir de un tiempo inicial to > 0,
de manera que I' es un subconjunto de [0,00); en muchos casos de interés, se trata del
conjunto de nimeros enteros no negativos, del conjunto de mimeros enteros no positivos o
del conjunto de nimeros reales no negativos. En algunos casos serd de interés considerar
también una variable aleatoria X ..

Denotaremos por Z* al conjunto de nimeros enteros no negativos y por R* al conjunto de
ntimeros reales no negativos. Z denotaré al conjunto Z+U {0}y R" al conjunto R* U {o0}.

SiT' =Z" o' = Z~ diremos que (X;),.; es un proceso estocastico en tiempo discreto,
mientras que si I' = R* diremos (X¢),. es un proceso estocdstico en tiempo continuo.

Unicamente consideraremos el caso de procesos estocasticos con valores reales, de manera
que F serd el conjunto de nimeros reales R y £ la g-dlgebra de los conjuntos borelianos en
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R, la cual denotaremos por B (R). Asi que, para cada t € I', X; serd una variable aleatoria
real.

Para cada t € I, X, representa lo que llamaremos el estado del proceso en el tiempo t.
Este estado no estd determinado, puede ser uno cualquiera de los valores que toma Xj;.
Lo tnico conocido es la ley probabilistica mediante la cual evoluciona el proceso, la cual,
en particular, nos dice cudl es la distribucién de X;. Esta distribucién no es mds que una
medida de probabilidad definida sobre la o-dlgebra generada por X;, cuyos elementos son
aquellos eventos que dependen tnicamente del estado del proceso en el tiempo ¢, a saber,
todos los de la forma [X; € B], donde B € €.

De manera mas general, resulta de interés considerar, para cada t € I, la o-dlgebra forma-
da por todos aquellos eventos que dependen tinicamente del estado del proceso, desde su
inicio, hasta el tiempo ¢, es decir, la o-dlgebra generada por la familia de variables aleato-
rias {Xs:s €'y s < t}. Esta familia es no decreciente en el sentido de que si t1,t, € I' 'y
t1 <ty entonces o {Xs;:s€lys<t1} Co{X;:s€Tlys<ty}. Una familia de este tipo
serd llamada una filtracion.

Definicién 7. Una filtracion {S; :t € '} de (2, ) es una familia de o-dlgebras tales que
Sy C S para cualquiert € I' y si s, t € I' son tales que s < t, entonces S, C 3¢. Denotaremos
por See— @ la o-dlgebra generada por los eventos que pertenecen a Sy para alguna t € T'.

Definicién 8. Diremos que una filtracion {3y : t € '} es completa si, para cualquiert € T,
todos los eventos de probabilidad cero pertenecen a .

Definicién 9. Diremos que un proceso estocdastico (X)ier estd adaptado a la filtracion
{S4 : t € I'} si, para cualquier t € T, la variable aleatoria X; es Sy-medible.

Definicién 10. Si (X;)er es un proceso estocdstico y {t1,ts, ..., t,} es un subconjunto finito
de T, la distribucion del vector aleatorio (X, Xy,,...,Xy,) serd llamada una distribucion
finito dimensional del proceso.

Recordemos que la distribucién de un vector aleatorio (X1, Xs, ..., X,,), formado por varia-
bles aleatorias reales, es el conjunto de probabilidades de la forma P [(X;, X», ..., X,) € B,
donde B es un conjunto boreliano de R". Estas probabilidades quedan determinadas por
las probabilidades de la forma P[X; € By, Xs € By,...,X,, € B,], donde By, Bs,...,B,
son conjuntos borelianos de R. Utilizando funciones en lugar de conjuntos, la distribu-
cién de (X, Xo,...,X,) queda determinada por el conjunto de esperanzas de la forma
Elfi (X1) f2(X2) -+ fu(Xy)], donde fi, fa, ..., f, son funciones medibles y acotadas de R
en R.

El estudio que hizo Lévy de los procesos con incrementos independientes resulté ser de gran
importancia en la teorfa de los procesos estocasticos. Para enunciar algunos de sus resultados,
requerimos de las siguientes definiciones:

Definicién 11. Diremos que un proceso (Xi),.p+ €s fuertemente continuo si existe un con-
junto C' € & de probabilidad 1, tal que, para cualquier w € C, la funciont — X, (w), definida
sobre R*, es continua.

Definicién 12. Diremos que un proceso (X;),.p+ €s débilmente continuo si:



16

i) Para cada ty € RT, existe un conjunto Cy, € S, de probabilidad 1, tal que, para cualquier
w € Cyy, la funcion t — X; (w), definida sobre R™, es continua en t = ty.

it) Eziste un conjunto C' € ¥, de probabilidad 1, tal que, para cualquier w € C, la funcion
t — X; (w), definida sobre R, tiene limites por la derecha y por la izquierda en cualquier
punto.

El siguiente resultado fue demostrado por Lévy y resulté ser de gran importancia.

Teorema 4. Si (X;),.p+ €s un proceso con incrementos independientes, entonces (X),cp+
es fuertemente continuo si y sélo si, para cualesquiera s,t € Rt tales que s < t, la variable
aleatoria X; — X, tiene distribucion normal.

Los ejemplos bésicos, de procesos con incrementos independientes, que menciona Lévy en
su libro de 1937, son el proceso de Wiener, el cual es fuertemente continuo, y el proceso de
Poisson, el cual es débilmente continuo, sin discontinuidades fijas:

Muestra que las propiedades que caracterizan al proceso de Wiener, (W}),.p+, son las sigu-
ientes:

i) Wy = 0.

i) Si0 <t < --+ < t,, entonces las variables aleatorias Wy, Wy, — Wy, ..., W, — W, |
son independientes.

iii) Si 0 < s < ¢, entonces la variable aleatoria W; — W, tiene distribucién normal de para-
metros 4t =0y 02 =t — s.

iv) (W;),cr+ €s un proceso fuertemente continuo.

Los resultados de la teorfa de los procesos estocdsticos obtenidos durante la primera mitad del
siglo XX fueron recogidos, sistematizados y complementados con nuevos resultados, en dos
libros que marcaron la pauta para continuar desarrollando esta teoria por lo menos durante
los 30 anos que les siguieron: El libro de Paul Lévy Processus stochastiques et mouvement
brownien, publicado en 1948 y el libro de Joseph Leo Doob Stochastic processes, publicado
en 1953.

Lévy comienza su libro dando una nueva construccién del proceso de Wiener y pasa después
a considerar el problema general de la construccién de procesos estocasticos. En los capitulos
siguientes expone la teorfa de los procesos de Markov y de los procesos estacionarios. Después
expone una versiéon més completa de su teorfa de los procesos con incrementos independientes,
llamados ahi procesos aditivos. Tal vez la parte mdas importante de su libro es el estudio a
fondo que hace del movimiento browniano, tanto en la recta real, como en el plano y en otros
espacios.

El libro de J. L. Doob fue fuente de inspiraciéon para muchos matematicos ya que ahi plantea
varias lfneas de investigacién para diferentes problemas. Doob sigue lo que podriamos llamar
el enfoque moderno: se parte de los axiomas de Kolmogorov y la construccién de proce-
sos se realiza via el teorema de extensién de Kolmogorov. Comienza su libro estudiando
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propiedades generales de los procesos estocdsticos, en particular, la existencia de versiones
de un proceso con trayectorias que son regulares en algin sentido. Realiza un estudio a fondo
de los procesos de Markov en tiempo discreto y en tiempo continuo. Trata también el estudio
de los procesos con incrementos independientes y de los procesos estacionarios. Tal vez las
principales aportaciones de Doob en ese libro son, por una parte, el estudio que hace de los
procesos conocidos como martingalas, los cuales adquirirfan una importancia central dentro
de la teorfa de los procesos estocdsticos, y, por otra parte, la invencion del concepto de tiem-
po opcional, el cual es un tiempo aleatorio. Meyer, en la segunda edicién de su libro dice al
respecto (p. 184): "Il a sans doute fallu autant de génie aux créateurs du calcul infinitésimal
pour expliciter la notion si simple de derivée, qu’a leurs successeurs pour faire toute le reste.
L’invention des temps d’arrét par Doob est tout a fait comparable".

Es interesesante la diferencia que existi6é entre Paul Lévy y J. L. Dob en cuanto a la forma
en que pensaban un proceso estocdstico. El libro de Doob se publicé en 1954 y en 1955 se
publicé una segunda edicién del libro de Lévy Théorie de [’addition des variables aléatoires,
de manera que Lévy pudo leer el libro de Doob antes de que se imprimiera esta segunda
edicién y, después de hacerlo, decidié agregar una nota al final de su libro. En ella, dice: Un
proceso estocdstico es en principio un fenémeno en cuya evolucién el azar interviene a cada
instante. Para Doob, un proceso estocdstico es simplemente una funcién aleatoria X (t) de
una variable ¢ la cual puede uno imaginar que representa el tiempo. Cualquiera que sea el
conjunto € de determinaciones posibles de X (), se puede asociar a cada elemento de € un
valor de una variable simbdlica w; eso le permite a Doob considerar X (¢) como una funcién
cierta z; (w) de t y de una variable aleatoria w cuya eleccién resume todas las intervenciones
sucesivas del azar. Es una notacién a menudo cémoda, aunque dé como un todo, nacido en
un instante, lo que, para mi, es esencialmente un perpetuo devenir."

La teoria que mads se desarrollé en los anos posteriores a la publicacién de los libros de Lévy
y de Doob fue la de los procesos de Markov, en particular, la de los procesos de difusién. Uno
de los problemas centrales que se atacé fue el de la construccién de procesos con trayectorias
regulares en algin sentido.

La escuela rusa, con Kolmogorov a la cabeza, hizo las mds importantes contribuciones,
desarrollando ampliamente la teoria de los procesos de Markov. Uno de los més destacados
en este periodo fue E. B. Dynkin, quien vincul6 la teoria de los semigrupos de operadores
con la de los procesos de Markov.

No se puede dejar de mencionar a G. A. Hunt por sus trabajos en la teoria de los procesos
de Markov y su relacién con la teoria del potencial y a K. L. Chung por sus aportaciones a
la teorfa de los procesos de Markov y por su incansable labor de difusién de la teorfa de la
probabilidad y de los procesos estocdsticos en varios libros.

En los 60’s comenzo a desarrollarse la escuela francesa, con Paul Meyer a la cabeza. En el ano
1966 se publicé el primero de sus libros, titulado Probabilités et Potentiel, en el cual inicié
el desarrollo de lo que se llamaria después la teorfa general de los procesos estocésticos. En
1967 se publicé otro libro suyo, titulado Processus de Markov, en el cual presenta algunos
de los capitulos que incluirfa la segunda parte de su primer libro. Sin embargo, el rumbo de
las investigaciones cambié y no hubo tal segunda parte; en su lugar, en la segunda edicion
de su primer libro, publicada en 1975 y teniendo como coautor a Claude Dellacherie, hubo
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una amplia reformulacién, a tal grado que més bien esa segunda edicién puede verse como
un libro distinto. De esa segunda edicién si hubo una segunda parte, titulada Théorie des
martingales.

Son interesantes los comentarios de Meyer y Dellacherie en el prefacio de la segunda edicién
de Probabilités et Potentiel. Para empezar, hacen la aclaraciéon de que, a pesar del titulo,
el libro contiene poco de probabilidad y nada de teoria del potencial. La razén para ir en
otra direccién fue, como ellos lo dicen, la evolucién tan rdpida de la teorfa, con lo cual
se crearon nuevos conceptos y algunas cosas que parecfan muy importantes antes, ya no
lo eran tanto, mientras que aspectos que parecian sin interés, se volvieron importantes.
Como ensenanza, dicen los autores: "Hemos tratado en particular de liberarnos de la actitud
consistente en creer que un texto matemadtico presenta, para nuestra contemplacién, verdades
eternas, salidas del mundo de las ideas, y cuyo valor no puede sufrir alguna inflacién... Pero
las verdades existen no por el hecho que se impriman sobre buen papel, sino por el interés
que se les da. Muchas verdades inmutables de 1966, estdn muertas, mientras que pequenos
comentarios de 1966 aclaran ahora grandes partes de la teorfa."

Esto es un ejemplo de cémo la matematica se va creando como producto social y no mediante
"descubrimientos"de "verdades"que se encuentran escondidas en alguna parte, las cuales hay
que ir encontrando.

En su libro Processus stochastiques et mouvement brownien (1948), Lévy traté el problema
de la construccién de procesos mediante la solucién de ecuaciones diferenciales estocdsticas.
La idea que formul6 es que el incremento infinitesimal de un proceso (X¢),.p+ €n un tiempo
t, lo cual denota por dX (t) podria estar dado por una funcién que depende de ¢, dt, X (t)
y una o varias variables aleatorias de tipo familiar, como, por ejemplo, variables aleatorias
independientes con distribucién normal. En el caso del proceso de Wiener (W,), .+, como
el incremento W; — W, para s,t € t € R tales que s < t, tiene distribucién normal con
esperanza cero y varianza t—s, entonces en un incremento dt del tiempo, el incremento dW (t)
tiene distribucién normal con esperanza cero y varianza dt, de manera que, denotando por
¢ a una variable aleatoria con distribucién normal estdndar, el proceso de Wiener puede
definirse por la ecuacién diferencial estocdstica dW (t) = £V/dt.

Analizé algunos casos particulares de ecuaciones diferenciales estocdsticas y planteé el prob-
lema general de resolver una ecuacién diferencial estocdstica del tipo siguiente:

AX (1) = f (£, X,Y, 2)dY (t) + g (1, X, Y, Z2) dZ (1)
donde (Y};),cp+ ¥ (Z¢),cp+ sOn procesos estocdsticos definidos previamente.

Hacia énfasis en que hay una dificultad para resolver una ecuacién de este tipo cuando Y (%)
y Z (t) no son funciones de variacién acotada, por ejemplo cuando Y y Z representan las
coordenadas de un movimiento browniano en el plano. Mostré entonces que una integral del
tipo ftz f(t,X,Y,Z)dY (t), a la cual denominaba integral estocéstica, puede evaluarse no
siguiendo el método cldsico de la integral de Riemann, sino considerando nimeros 71, 72, . . .,
elegidos al azar en el intervalo (to,7) y tomando después, para cada n € N, los primeros
n de esos nimeros, ordenados del menor al mayor, para formar con ellos una suma de
tipo Riemann. Consideré el caso del célculo de dreas estocdsticas, es decir, dreas de curvas
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definidas por un proceso estocdstico y mostré que las integrales estocdsticas que resultan
quedan bien definidas con el método mencionado.

Siguiendo un trabajo de S. Bernstein, consideré los procesos de Markov que son solucién a
ecuaciones diferenciales estocasticas de la forma:

dX (t) = A[t,X ()] dt + B[t, X (ty)] &Vt
donde £ es una variable aleatoria auxiliar que cumple con determinadas condiciones.

Obsérvese que en el caso en que £ es una variable aleatoria con distribucién normal estédndar,
la ecuacién anterior puede escribirse en la siguiente forma:

dX (t) = A[t, X ()] dt + Bt, X (ty)] dW (¢)

Plante6 entonces el problema general de la determinacién de todos los procesos de Markov
como soluciones de ecuaciones diferenciales estocdsticas. Senalaba que ese problema no estaba
resuelto de manera general, pero dio la solucién para el caso de los procesos con incrementos
independientes.

10. ESPERANZA CONDICIONAL

El concepto de Esperanza Condicional es bdsico en la Teorfa de la Probabilidad Moderna.
Su definicién fue formulada por Kolmogorov en su libro de 1933 (Foundations of the Theory
of Probability), en el cual establecié la formulacién de la Teoria de la Probabilidad que
prevalece hasta nuestros dias. La definicién general de la esperanza condicional estd basada
en el teorema de Radon Nikodym, publicado en el ano 1930. Ese teorema fue la conclusion
de la investigacién que inicié Lebesgue acerca de la condicién para que una funcién sea una
integral indefinida, la cual consiste en que esa funcién tiene que ser absolutamente continua.
Radon continué esa investigacion y establecié el ahora llamado teorema de Radon-Nikodym
para el caso de medidas en R”. El resultado de Nikodym fue mucho mds general ya que lo
formulé habiéndose desarrollado ya una teorfa general de la medida. Unicamente pasaron 3
anos para que Kolmogorov hiciera ver la importancia del resultado de Nikodym en la teoria

de la probabilidad.

Ahora el concepto de esperanza condicional es una de las principales bases para el estudio e
incluso la definicién misma de los procesos estocdsticos, ya que precisamente se constituyé
en la herramienta central para tratar con variables aleatorias dependientes.

Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad y X una variable aleatoria de esperanza finita. Como
primer paso para la definicién de la esperanza condicional, queremos definir la esperanza
condicional de X dada la ocurrencia de un evento A de probabilidad positiva. Para esto
observemos que la funcién Py : F — R definida por P4(B) = P(B | A) es una medida de
probabilidad, lo cual motiva la siguiente definicién:

Definicién 13. Sea A un evento de probabilidad positiva y X wuna variable aleatoria de
esperanza finita. Se define la esperanza condicional de X dada la ocurrencia del evento A,
E[X | A], mediante la relacion E [X | A] = [, XdPy.
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Obsérvese que fQ XdPy = ﬁ / X dP, de manera que £ [X | A] puede interpretarse como
el promedio de los valores de X en el conjunto A.

Con esta definicién, E [X | A] tiene como valor un nimero real; es simplemente una ex-
tensién natural de la probabilidad condicional. El concepto que queremos definir es mucho
més general; podriamos continuar con una definicién de F' [X | Y| donde Y es una variable
aleatoria. Esto ya tiene su dificultad para el caso de una variable aleatoria continua ya que,
en ese caso, tendriamos P [Y = y] = 0 para cualquier y € R, de manera que no podriamos
utilizar la definicién de probabilidad condicional para definir £ [X | Y = y|. Vamos a pro-
ceder extendiendo la definicién anterior al caso de una familia finita de eventos mutuamente
excluyentes y de probabilidad positiva (esto equivale a definir F' [X | Y] para el caso en que
Y es una variable aleatoria discreta cuyo conjunto de posibles valores es finito). Veremos
entonces que la esperanza condicional queda caracterizada por determinadas propiedades,
las cuales permitirdan definir el concepto general.

Proposiciéon 1. Sea X una variable aleatoria de esperanza finita y Ay, Ao, ..., A, eventos
de probabilidad positiva, mutuamente excluyentes y tales que \J;_, Ax = . Definamos la
funcion Z : Q — R mediante la relacion Z(w) = FE [X | Ax] siw € Ag. Entonces,

1. Z es una variable aleatoria medible con respecto a la o-dlgebra generada por los
eventos Ay, Ag, ..., A,

2. Z tiene esperanza finita.

3. [3 ZdP = [, XdP para cualquier evento B € 0(A1, Az, ..., Ay)

4. Z es la unica variable aleatoria con las propiedades i, it y iit.

El teorema de Radon-Nikodym permite extender la idea anterior, mediante el siguiente re-
sultado:

Teorema 5. Sea X una variable aleatoria de esperanza finita y G una sub o-dlgebra de F,
existe entonces una variable aleatoria Z, medible con respecto a G, de esperanza finita y
tal que fB ZdP = fB XdP para cualquier conjunto B € G. Ademds, st Y es otra variable
aleatoria con las mismas propiedades que Z, entonces Y = Z c.s.

Definicién 14. Sea X es una variable aleatoria de esperanza finita y G una sub o-dlgebra
de F. Se dice que Z es una version de la esperanza condicional de X con respecto a
G y se escribe E[X | G| = Z c.s. si Z una variable aleatoria medible con respecto a G, de
esperanza finita y tal que f p LdP = f 5 XdP para cualquier evento B € G.

La siguiente proposicién muestra que la esperanza condicional tiene propiedades similares
a las de la esperanza no condicional. Se muestra también que tiene las propiedades que
podrian esperarse con una buena definicién, por corresponder a la idea intuitiva del concepto.
Finalmente, se muestran otras propiedades especificas de la esperanza condicional, las cuales
no resultan evidentes a partir de la idea intuitiva.

Proposicion 2. Sean X y Y dos variables aleatorias de esperanza finita, G y H dos subo-
dlgebras de F y ¢ una constante. Se tienen entonces las siguientes propiedades:

1. Elc|G] =c.
2. E[eX |Gl = cE[X | Gl.
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EX+Y |G =FE[X|G]|+E[Y]|G].

Si X es G-medible, entonces F'[X | G| = X.
E[E[X | G]) = B[X].

Si G CH, entonces E[E[X | H] | G] = E[X |
Si X es independiente de G, entonces E[X | G
Si X <Y, entonces E[X |G] < E[Y | G].
[EIX | g] < E[IX]]g].

gl.
| =E[X].

© 0 NS U

Si G es una o—adlgebra de subconjuntos 2 y G C & diremos que G es una subo—algebra de
C\

3.
Sea G una subo—4dlgebra de &. Se dice que una funcién X : 2 — R es una G-variable
aleatoria si [X < z]={w € Q: X(w) <z} € G para cualquier = € R.

Para cada t > 0 consideremos una o-dlgebra 3; C &, la cual representa la historia hasta el
tiempo t. En particular se tiene S5 C 3y para s < t. A la familia (S¢);>0 se le llama una
filtracion.

Se dice que un proceso estocdstico (X;);>o estd adaptado a la filtracién (3y):>o si, para
cada t > 0, la funcién X; : 2 — R es una S;-variable aleatoria.

Un Qy-proceso de Wiener o 3;-movimiento browniano estdndar es un proceso (W;):>o, €l
cual satisface las siguientes propiedades:

1. (Wi)i>0 estd adaptado a la filtracion (3¢)i>o.

2. Wy = 0 con probabilidad 1.

3. Con probabilidad 1, las trayectorias t — W, son funciones continuas.
4. Dados 0 < s <t, Wy — Ws ~ N(0,t — s).

5. Dados 0 < s < t, W; — W, es independiente de .

La existencia de un espacio de probabilidad (€2, ¥, P), una filtracién (3¢):>0 y un S-proceso
de Wiener estdndar definido sobre ese espacio, fué, como ya lo mencionamos, demostrada
béasicamente por N. Wiener en el ano 1924, aunque actualmente no se utiliza la metodologia
utilizada por él y existen diferentes métodos para probar tal existencia.

11. MARTINGALAS

Otro concepto central en la teoria de los procesos estocdsticos es el de Martingala.

Se dice que un proceso (M;);>o es una martingala si se satisfacen las siguientes tres
propiedades:

1. El proceso (M;):>o estd adaptado a la filtracion (3y)>o.
2. Para cada t > 0, M; es una variable aleatoria de esperanza finita.

3. Dados s < t, se tiene E [M, | S;] = M.

Una propiedad muy importante de cualquier martingala, es la siguiente:
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Sea (M;);>0 una martingala y sean s < t, entonces:
E[(M, — M,)* | ] = E[M? — 2MM, + M? | ]
= FE[M?+ M?| S, — 2M,E [M; | 3]

= FE[M?+ M?|S,] —2M? = E[M? + M? | 3] — E[2M? | ]

= E[M} — M| S

Se dice que un proceso (M;);>¢ es una martingala local si existe una sucesién no decreciente
de tiempos aleatorios (7},),,. tales que:

1. lim,, .00 15, = 00
2. El proceso (M;")>o, definido por:
M, sit<T,
Tn J— t n
Mt N { MTn sit 2 Tn

es una martingala.

12. CONVERGENCIA DE VARIABLES ALEATORIAS

Sea (X, )n>1 una sucesién de variables aleatorias.

1. Se dice la la sucesién X,, converge en probabilidad si existe una variable aleatoria
X tal que lim,, .o, P[| X, — X| > €] = 0 para cualquier € > 0. En ese caso se escribe
lim, . (P)X, = X.

2. Se dice la la sucesiéon X,, converge con probabilidad 1, o casi seguramente, si
existe una variable aleatoria X y A € S tales que P(A) = 1y lim,, 0 X, (w) = X (w)
para cualquier w € A.

3. Si las variables aleatorias X,, tienen esperanza y varianza finitas, se dice la la sucesion
X,, converge en L?, o en media cuadrética, si existe una variable aleatoria X, de
esperanza y varianza finitas, tal que lim,, o, [(Xn - X )2} =0.

Proposiciéon 3. Sea X,, una sucesion de variables aleatorias que converge a la variable
aleatoria X con probabilidad 1 o en media cuadrdtica, entonces X,, converge a X en proba-

bilidad.

13. PROPIEDADES DEL PROCESO DE WIENER

Proposicién 4. Si (W,);cr+ es un Sy-proceso de Wiener estandar, entonces los procesos
_1 .
(W)ter+ ¥y (W2 — t)ier+ y (e™'72%)er+ son martingalas.

Demostraciéon

Para s < t, se tiene:

E[W, =W, |S]=E[W,—W,]=0
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EW2-W2|SQ)=E[W,— W)’ | =E[(W, - W,)?| =t —s
Asique, E[W; | S, =W,y E[W2—1t|S,] = W2 —s.

B [oViebe | ] = B [k ] = Wemhep [

_ JWs—it (o y 1 —ﬁ?ﬁ _ Ws—3t oo —ﬁ(yz—Q(t—s)y)
=Wzt [ e e dy =e"s732 f_oo e dy

-0\ /2w(t—s)

S S
\/ 2m(t—s)

1 2
— eWSf%teé(tfs) foo 1 e—m(y_(t_s)) dy — €W57%s

—0 /2w (t—s)

Teorema 6. H]lDiHmO Y orey (Wtk — Wtk_1)2 =b—aen L?

donde P ={a =1ty <ty <--- <t,=>b} es una particion del intervalo [a,D].
Demostracién

Recuérdese que si X es una variable aleatoria con distribucién normal de esperanza 0 y
varianza o2, entonces F [X?"]| =1-3-5---(2m — 1)o?™ para cualquier m € N.

Sea Ay = (Wtk - Wtk71)2 . Se tiene entonces,
F [Ak] = tk — tk—l
2 2 4 2
VI =B [(A)] — (BIA? = [(W ~ We )] — (1 — i)
=3t —ti1)’ — (e — i)’ =2 (6 — ter)”
Por lo tanto,
[—n 2 n n
E _Zk:l (Wtk - Wtk—l) ] =F [Zk:1 Ak} = Zkzl (tk - tk—l) =b—a

Ademds, como Ay, As, ..., A, son variables aleatorias independientes,

E

(S (¥ = W)= (- 0) | = VIS Al = SV Iad
92X (b i) < 2PN S (e~ tit) =200~ a) | P]

Por lo tanto,

lim E {(22_1 (W = Wi )" = (b— a)ﬂ —0

[1Pl|—0
[

Al limite ”}Di'{n Yoy (V[/tk — I/Vtk_l)2 se le llama la variacién cuadrdtica de (W;) en el
—0

intervalo [a, b].

Corolario 1. Las trayectorias del proceso de Wiener no son de variacion acotada.
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El hecho de que las trayectorias del proceso de Wiener no sean de variacién acotada se refleja
en problemas del siguiente tipo:

Proposicion.

1. lim (P) ZZ:l Wtk71 [Wtk — Wtk71i| == 1W2 - 5

[l Pl|—0

2. 1im (P) ZZ:]_ Wtk [Wtk - Wtk_1:| = %WE + Et

[ Pl|—0

donde P ={0 =ty <t; <---<t, =t} es una particién del intervalo [0, ¢].

Demostracion

22:1 Wtkq [Wtk - Wtkq} = ZZ:l [Wtk—lwtk Wti 1]
:% _22:1 2Wi Wiy = ks tk 1 — D he1 tk 1]

:% _ZZ:1 2Wtk—1Wtk Zk: 1 tk 1 Zk 1VVt2k ‘f‘WZ}

[ n 2 n 2
= % _Wt2 - Zk:l (Wtk - Wtk—l) } = %WtQ - %Ek:l (Wtk - Wtkq)
Por lo tanto,

lim (P) ZZ:1 Wtkﬂ [Wtk - Wtk71:|

1 P[|—0

2
= %Wtz -3 ( )Zk 1 (VVtk Wtk—l) = thZ — 1t

3 A 2 2
ZZ:1 Wi, [Wtk o Wtk%] Ek 1 [ th - Wy Wi, 1]
=2 [ 2Wy W, + 3 W+ > W2
=1 - S W Wa + S W+ S W+ W2

n 2 n 2
% [WE + Zk:l (Wtk - Wtk—l) ] - %Wtz + % Zk::l (Wtk - Wtk—l)
Por lo tanto,

lim (P) S5, Wi, [Why, — Wi, ]

[Pl—0

2
- %WE * 1||P|| 0( )Zk 1 (Wtk VVtk—l) = %Wtz + %t

Como puede verse, los dos limites de la proposicién anterior son distintos por el hecho de
que la variacién cuadrética de (W) es distinta de cero.



14. ECUACIONES INTEGRALES ESTOCASTICAS

Una ecuacion integral estocdstica es una relacion de la forma:
Xi = Xo+ [y w(Xp,t)dt + [ o( Xy, t)dW,

donde (X;),., es un proceso estocdstico, 1 y o son dos funciones reales definidas en R? y
(W4),»0 €s un proceso de Wiener. Ecuaciones de este tipo se presentan en una diversidad de
situaciones. La idea general es que si un sistema dindmico es modelado por una ecuacion

diferencial ordinaria %X = p(t, X) y dicho sistema es perturbado por la presencia de un

dt
ruido.?leatorio, entonces la modelacién estaria dada por una ecuacién de la forma % =
wu(t, X)+o(t,X)&(t), en donde £ representa la perturbacion aleatoria. El ruido £ se modela
usualmente como la "derivada'"de un proceso de Wiener, de manera que la tltima ecuacién

se escribiria en la forma:
dXt = M(Xt, t)dt + U(Xt, t)th

w es llamada el arrastre (drift) y o la volatilidad.

Se sabe que con probabilidad 1, las funciones t — WW; no son diferenciables, asi que la
ecuacion anterior es en realidad una ecuacién integral:

Xo = Xo+ [y (X, 8)ds + [y o(Xs, 5)dW,

También sabemos que, con probabilidad 1, las funciones ¢ — W; no son de variacién acotada
en ningun intervalo finito. No es posible entonces definir la integral estocédstica fot o(Xs, s)dWy
como una integral de Stieltjes.

15. INTEGRALES ESTOCASTICAS

A pesar de las dificultades planteadas para definir la integral con respecto al proceso de
Wiener, K. Ito (Stochastic Integral, 1944) logré darle un sentido preciso a una integral de
la forma fot ZsdWy para una familia amplia de procesos (Z;);>0, entre los que se incluyen a
todos los procesos adaptados y continuos.

Son dos las propiedades bésicas del proceso de Wiener que permitieron a Ito definir la integral
estocdstica fot ZdWs.

1. El proceso de Wiener (W;);>o es una martingala.
Para s < t, se tiene, £ [W; — W | S| = E [W; — W] = 0. Por lo tanto, E [W; | ]
W.
2. El proceso W? — t es una martingala.

15.1. Definicién de la integral estocastica con respecto al proceso de Wiener.
Si Hy(w) = L(ap)xr(t,w) donde F' € 3, se define:
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0 sit<a
Ny= [y HdW, =4 W, —W,)Ip sia<t<b
(Wy — Wo)Ip sit>h

Propiedades:

1. (Nt)s>0 €s un proceso continuo.
2. (Ni)i>0 es una martingala.

3. N? — [, H2ds es una martingala.

En particular, se tiene:
E[N2=E [ I Hgds}

Esto define una isometria entre dos espacios L?, la cual permite extender la integral estocds-
tica a todos los procesos que se puedan generar mediante procesos del tipo de los procesos H;
definidos arriba. La integral estocdstica queda asi definida para una familia bastante amplia
de procesos, la cual incluye a todos los procesos adaptados y continuos (Z;);>¢ tales que

E [fot Zfds} < 0.

Sea (Z;)+>0 un proceso adaptado y continuo tal que £ [ f(f Zfds} < 00, la integral estocdstica

M, = fot ZdW esté entonces bien definida y tiene las siguientes propiedades:

. My=0

. (My)>0 es un proceso continuo.

. (My)>0 es una martingala.

. M? — [} Z2ds es una martingala.

S ZdW, = lm(P) Y Zy, (Wi, — Wi, )

- Jo(aZs +0Y,)dW, = a [} Z,dW, + b [ YdW,

S O = W N

El proceso fot Z2%ds es llamado el compensador de la martingala M, y se le denota por
(M, M),. Obsérvese que se trata de un proceso adaptado y no decreciente.

o e, t L. .
Proposicién 5. El proceso A; = fo Z%ds es el 1inico proceso adaptado, no decreciente, nulo

en cero y continuo tal que M? — A; es una martingala.

Sea (Z;)i>0 un proceso adaptado y continuo y M; = fot ZsdWs. Si (Y)i>0 es otro proceso
adaptado y continuo, se define:

Jo YedM, = [ Y, Z,dW,
El proceso N, = fot Y,dM, estd entonces bien definido y tiene las siguientes propiedades:

1. NO - O
2. (N;)i>0 €s un proceso continuo.
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w

. (N¢)t>0 es una martingala local.
. Existe un tnico proceso (A;):>o adaptado, no decreciente, nulo en cero y continuo
tal que M? — A; es una martingala local.
- fy YidM, = 1m(P) Y Vs, (M, — My, )
. [ (aX, +bY)dM, = a [} X, dM, +b [) YodM,
. Si (Z,)¢>0 es otro proceso adaptado y continuo y M, = fot Z.dW,, entonces:
Jo Yed(M, + M) = [[Y.dM, + [§Y.dM,

W

N O Ot

El siguiente resultado es clave para poder calcular integrales estocdsticas.

Teorema 7. Sea (Z;)i>0 un proceso adaptado y continuo y sea M; = fg ZdW , entonces:

lim (P) S, (M, — My, )" = M =2 [; M,dM,

1P[|—0
en donde P ={0 =1ty <ty <--- <t, =1t} es una particion del intervalo [0,1].

Demostraciéon

n 2 n
Zkzl (Mtk - Mtk—l) = Zk:l (*]\4152;c + Mtzk,l - 2Mtk-1Mtk>

= S (M2 - M 202 20, M)

= ZZ:l |:Mt2k - Mti,l - 2Mt1ﬁ1 (Mtt - Mtkfl)]

= Mt2 -2 22:1 Mtk—l (Mtt - Mtk—l)
Por lo tanto,

3 n 2 /. n
H}DIHIEO(P) Zk:l (Mtk - Mtk*l) = Mt2 - 2”1131”120<P) Zk:l Mtk% (Mtz - Mtzﬁl)
= M2 —2 [} MM,
]

Corolario 2. El proceso (M, M), = M} — 2 fot MydM, es adaptado, no decreciente, nulo en
cero Yy continuo.

Corolario 3. [, M,dM, = 1M? — 1 (M, M),
Corolario 4. lim (P)Y7_, (M, — M,, )" = (M, M),

[Pll—0

donde P={0=1ty <t; <--- <t, =t} es una particion del intervalo [0,1].

Al limite Hlljil{n (P)> oy (M, — ]\4,5,6_1)2 se le llama la variacién cuadratica de (M;).
—0

Aligual que en el caso del proceso de Wiener, los limites Hllgiumo(P) gy My, [My, — My, ]

y H]ljl’lfn (P) > h_y My, [My, — M,, ] no coinciden. En efecto:
—0
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ZZ:l Mtk [Mtk - Mtk—1] = 22:1 [Mtzk - MtkMtk—J
= % [_ 22:1 2My, My, + ZZ:1 Mtzk + 22:1 Mtﬂ

=3 [_ D 2Moy My 355y M+ 0 My, + ME]

k—1
n 2 n 2
= % [MtQ + Zk:l (Mtk - Mtkfl) } = %Mg + % Zk:l (Mtk - Mtkfl)
Por lo tanto:

; n P n 2
lim (P) Zk:l Mtk [Mtk - Mtk—l] = 1‘]\/[t2 + 3 lim (P) Zk:l (Mtk - Mtkfl)

I1Pj—0 2 2| Pl|—0
= %Wtz + % <M>M>t

La diferencia de estos limites es consecuencia de que la variacién cuadrética de (M) es
distinta de cero.

16. FORMULA DE INTEGRACION POR PARTES

Sea (Z;)i>0 un proceso adaptado y continuo M; = f(f Z dWs.

La férmula fot M,dM; = $M? — 1 (M, M), puede escribirse de la siguiente manera:
M2 =2 [y MydM, + (M, M),
Sea (Y;):>0 otro proceso adaptado y continuo y sea Ny = fot Y.dW , entonces:

M, + Ny = [}(Zs + Y,)dW,
Asi que:
(M +N,M+N), = [(Z,+Y:)2ds = [, Z2ds +2 [, Z,Yods + [} Y2ds
= (M, M), + (N,N), +2 [} Z,Y.ds
Ademas:
M? + 2MN; + N2 = (M; + Ny)?
— 2 [{(M, + N)d(M, + N,) + (M + N, M + N),
= 2 [ ModM, +2 [} MdN, +2 [ NJdM, +2 [ NN, + (M + N, M + N),
= M2 — (M, M), + N} — (N, N), + 2 [y MydN, +2 [} NydM, + (M + N, M + N),

= M? + N? +2 [ M{dN, +2 [} NJdM, + 2 [} Z,Yds
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Asi que:
MN; = [y MydN, + [ NodM, + [ Z.Y.ds

En particular, se tiene que M;N; — f(f ZsY,ds es una martingala (local).

Tiene entonces sentido definir:
(M,N), = [ Z,Y.ds

Obsérvese que asf definido, el proceso By = (M, N), es el tinico proceso adaptado, de variacién
acotada, nulo en cero y continuo tal que M;N; — B; es una martingala (local).

De esta manera, se puede escribir la férmula de integracién por partes para martin-
galas (locales):

M,N; = [ MydN, + [y NJdM, + (M, N),

17. SEMIMARTINGALAS

Sea (Z;)i>0 un proceso adaptado y continuo y M; = f(f ZsdWs. Sea, ademds, (A;)i>o un
proceso adaptado, de variaciéon acotada, nulo en cero y continuo. Entonces, con probabilidad
1, las integrales fot MdA, existen. Por lo tanto, por la férmula de integracién por partes para

las integrales de Riemann-Stieltjes, se tiene que, con probabilidad 1, las integrales f(f AgdM,
existen como integrales de Riemann-Stieltjes y se tiene:

[y AdM, = AM, — [3 MdA,

Las integrales fot AgdM, también estdn bien definidas como integrales de Ito.

Teorema 8. La integral fot AgdMy definida como integral de Riemann-Stieltjes coincide con
su definicion como integral de Ito.

Demostracion

Ambas integrales se obtienen como el limite lim(P) > Ay, (M, — My, ).

Sea (X¢):>o un proceso de la forma X; = A; + M;, en donde (A;)¢>0 un proceso adaptado, de
variacién acotada, nulo en cero y continuo y M; = fg ZsdWs, en donde (Z;):>0 es un proceso
adaptado y continuo. Un proceso de este tipo es llamado una semimartingala.

Si (Z;)i>0 es un proceso adaptado y continuo, se define:
[ 2dX, = [} ZdA, + [) Z.dM,

Se tiene entonces:



30
XP = A2+ MZ+2AM, =2 [} AdA, + 2 [} MydM, + (M, M), +2 [ AdM, + 2 [ M,dA,
=2 [0(Ay + M,)dA, + 2 [} (A, + M)dM, + (M, M),
=2 [T XodAs +2 [} XodM, + (M, M), =2 [} X, dX, + (M, M),
De manera que si definimos (X, X), = (M, M),, se tiene:
X2 =2 [ XX, + (X, X),

Ahora, si Yy = By + N, en donde (B;);>0 un proceso adaptado, de variacién acotada, nulo

en cero y continuo y N; = f(f Z.dW,, en donde (Z;);>0 es un proceso adaptado y continuo,
se tiene:

Xe+Yi= (A4 +B)+ (M, + Ny)

Asi que:
(X+Y,X+Y),=(M+N,M+N),=(M,M),+(N,N),+2(M,N),

= (X, X), + (Y,Y), +2(M,N),

Ademas:

X242XY, + Y2 = (X, + )2 =2 [[(X, + Y)d(X, + V) + (X + Y, X + V),
=2 [V X dX, + 2 [) X dYs +2 [ VidX, +2 [} YedYs + (X +Y, X +Y),

= X2 — (X, X), + Y2 = (V,Y), +2 [) XodY, +2 [} YidX, + (X, X), + (Y,Y), + 2 (M, N),
= XP+Y2+2 [ X dY, +2 [} Y,dX, +2 (M, N),

Asi que:

XY, = [{ X, dY, + [) YidX, +2 (M, N),

De manera que si definimos (X,Y), = (M, N),, se tiene la férmula de integracién por
partes para semimartingalas:

XY, = [y XodYs + [) VidX, + (X,Y),

18. FORMULA DE ITO

La férmula de integracién por partes para semimartingalas permite calcular:
XP =3 [0 X2dX,+3 [} X, d (X, X),

X} =4[y X3dX, +6 [, X2d (X, X),
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X”—nfOX” dX, + n foX" 2d (X, X),
Gracias a la linealidad de la integral, se obtiene, para un polinomio p :
p(Xy) = p(Xo) + [1 p/(X,)dX, + L [T p"(X,)d (X, X),

Mediante un proceso de limite, esta férmula se extiende a todas las funciones F' : R — R de
clase C?:

F(X,) = F(Xo) + [J F/(X,)dX, + L [T F"(X,)d (X, X),

Este resultado es conocido como la féormula de Ito.

Se puede extender la férmula de Ito al caso multidimensional. Para el caso de dos semi-
martingalas, (X;) y (¥;) y una funcién F : R? — R de clase C?, la férmula es como sigue:

F(X,Y;) = F(Xo, Y0) +f0 o (X, Ys)d X —|—f0 (X, Ys)dY,

L (X, Ya)d (X, X)), + 3 [0 Fy (X, Y)Y, Y)Y 4 [y Fuy (X, Yo d (X, Y,
La férmula de Ito unidimensional puede escribirse en la forma siguiente:

[ F'(Xo)dX, = F(X,) — F(Xo) — 3 [ F"(X,)d (X, X),

En particular:

[y F'(W,)dW, = F(W,) — F(Wo) — & [ F"(W,)ds

También, como caso particular, se tiene:

F(t,W,) = F(0,Wo) + [o Fu(s, Wy)ds + [ Fy(s, Wo)dW, + 1 [ F, (s, W,)ds
Asi que:

I3 Ey(s, W) dW, = F(t,W,) — F(0, W) — [o Fi(s, Wy)ds — L [ F, (s, Wy)ds

Observemos que la funciones t— F” (Wt) t— F, (t Wt) y t — F,,(t,W;) son continuas, asi
que las integrales fo F"(W,)ds, fo (s, Wy)ds y fo (s, Wy)ds son integrales de Lebesgue.

19. CALCULO DE INTEGRALES ESTOCASTICAS

Las féormulas anteriores nos permite realizar el cédlculo de algunas integrales estocdsticas,
expresandolas en términos de integrales de Lebesgue. En particular, la férmula del caso
unidimensional nos permite calcular integrales estocdsticas a partir del cdlculo de la integral
no estocdstica indefinida correspondiente ya que si g es una funcién de clase C? y denotamos
por f a su derivada, entonces se tiene [ f (z)dz = g (x); aplicando entonces la férmula de
Ito, se obtiene:
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Jo FOW)AW, = g(W2) — g(Wo) — & [ f'(W,)ds

El procedimiento se puede mecanizar: si queremos obtener la integral estocéstica fot f(Wg)dWs,
evaluamos la integral indefinida [ f () dz y, con la derivada de f, obtenemos inmediatamente
la integral estocdstica en términos de una integral de Lebesgue.

Ejemplos

1. Como [a"dr = —=2"*! y la derivada de f (z) = 2" es f' (x) = na""!, entonces:

+1

Lt -2 W ids

— ntl

2. Como [ e"dz = e” y la derivada de f (x) = e” es f' (x) = e, entonces:

f eWsdW, = eV —1——f0 eWsds

3. Como [a"e*dr = " Y7 (—1)" " mak y la derivada de f (z) = z"e® es f'(z) = 2"e® +

na™ 'e®, entonces:

Sy WreWedW, = e"e 30 (1) P BWE 4 (=)™ = L [T (WrePs 4 nWr-tes) ds

4. Como [ xsenzdr = senz—x cosx y la derivadade f (v) = wsenx es f' (z) = senz+x cosz,
entonces:

f(f WsenW,dW, = senW; — W, cos Wy — % f; (senWy + Wy cos Wy) ds

5. Como [e"senxzdr = ze”(senx —cosx) y la derivada de f(z) = e"senz es f'(z) =
e” (senx + cos x), entonces:

fot e senW,dW, = et (senWy — cosWy) + 3 — 4 fot es (senW, + cos W) ds

2

6. Como [ 2% (1 —2)"de = ——5 (1 — )n+3+2n_+2 (1—2z)""— —(1- )" y la derivada

de f(z)=a2(1—x)"es f'(z) =22 (1 —x)" —na? (1 —x)""", entonces:
o W2 = W) dW, = —L (1= W)™ + 2 (1 — W)™ *? — L (1 — )"

1

Lo L4 L LI 2w, (1= W)™ —nW2 (1 —W,)" ] ds

_1
n+1

Cuando el proceso a integrar depende tanto de t como de W;, conviene utilizar la férmula
de Ito bidimensional.

7. Tomando F (z,y) = x"e¥, se obtiene:



treVt = F (¢, W,) = nfot s"teWsds + fot sneWVadW, + % fo s"eWad
Asi que:

nW9 _an_ t on—1_W; 1 n , W
fo dW, =t n [, 5" teeds 2fOse ds

8. Tomando F (z,y) = €™, se obtiene:

e = F (6, W;) = 1+ [o WeeWeds + [ seWedW, + L [ e Weds
Asi que:

fo seWsdW, = et — 1 — fo WeesWsds — fo s2eWsds

m+1

9. Tomando F'(x,y) = m+r1x”y , se obtiene:

Lyt = F (¢, W) =

m—+1

I [0 s AW s + [ stWmAW, + 2 [0 s W ds
Asi que:
Jo S"WIAW, = Lognptt — o (R lymilgs — m g ymlds

m+1 o
En ocasiones es més simple utilizar la férmula de integraciéon por partes.

Por ejemplo, para calcular fo s"dWs podemos tomar X; = t" y Y; = W, para obtener:
"W, =n [} s Wds + [y s"dW.

Asi que:

fot s"dW, = t"W; — nfot s AW, ds

20. SOLUCION DE ECUACIONES INTEGRALES ESTOCASTICAS

La férmula de Ito permite resolver ecuaciones diferenciales estocdsticas del tipo:

dXt = CL(Xt, t)dt + b(Xt, t)th
Ejemplos

1. Queremos resolver:

dX, = X dW, Xo=1
Es decir:

Xe=1+ [y X,dW,

33
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Sea I (z) = Inx, entonces:

Vi=InX, =F(X;) = F(Xy) —l—fOF’ s)d X +2f0F” s)d (X, X),
= In(Xo) + [y %dXs — 5 Jy A (X, X),

Se tiene:

dXs = XdWs

(X, X), = [ X2ds

Asi que:

Y= [y = XedW, — 3 o 32 X2ds = [y dW, — 5 [)ds = W, — 3t

Por lo tanto:

X; =exp {Wt — %t}

Verificacién:

Definamos G (z) = exp {z}y U, = W, — 5t

Se tiene:

(U, U), =

Asi que, aplicando la férmula de Ito:

X, =exp {W, — 5t} = G(U,) = G(Uy) + [, G'(Uy)dU; + & [ G"(U,)d (U, U),

=1+ [I X, dW, — L [T Xods + L [T Xods = 1+ [} X,dW,

2. Haciendo el cambio de variable Y; = In X}, se pueden resolver los siguientes problemas con
valores iniciales:

a) dXt == tXtth XO =1

b) dXt - Xtdt + tXtth XO - 1

C) dXt = tXtdt + Xtth XQ =1

d) dXt — 2t2Xtdt + QtXtth X() — 1
Solucién

Sea F'(x) = Inx, entonces:

Yi=InX, = F(X,) = F(Xo) + [i F'(X,)dX, + 3 [ F"(X,)d (X, X),



=In(Xo) + [y dX, — § [y s2d (X, X),

a) Queremos resolver la ecuacién integral:
Xy =1+ [) sX,dW,

Se tiene:

(X, X), = [o s°X2ds

Asi que:

Vi J3 XV, = ) s = [ sV, = § st = [ sV,

_1
2J0

Por lo tanto:

X, = exp {fg sdW, — %t?’}

Verificacién:

Definamos G (z) = exp {a}y U, = [y sdW, — L
Se tiene:

(U,U), = fg s?ds = 3t?

Asi que, aplicando la férmula de Ito:
X, = exp {fot sdW, — %t?’} = G(U,) = G(Uo) + [ G(U)dU, + L [ G"(U)d (U, U),

=1+ [3sX,dW, — 3 [38*Xds + L [T 82 X,ds = 1+ [) sX,dW,
Por la férmula de integracién por partes, se tiene:

[y sdW, = tW; — [ Wds

Asi que:

X, =exp {tVVt — %t?’ — fot Wsds}

Otro método:

Definamos G (z,y) = exp {y — %x?’}, U=tyV,= f(f sdWs.
Se tiene:

(U,U), =0

<V= V>t - fot sds

(U,V), =0
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G, (z,y) = —%xz exp {y — éx?’}

G, (z,y) = exp {y — %x?’}

Gyy (z,y) = exp {y — +2%}

Aplicando la férmula de Ito, se tiene:

X, = exp {fot sdWg — %t?’} =G (U, V)

= G(Uo, Vo) + [ Go (U, Vi)dU, + [1 G, (Uy, V;)dV,

3 Jy GeaUs V)A (U, U) + 5 Jy Guyl(Us, V)ALV, V), + [y Gy (U, V) ULV,

=1+ [} —1X.ds + [} sX,dW, + L [ $?Xds = 1 + [} sX,dW,

b) Queremos resolver la ecuacién integral:
Xy =1+ [) Xods + [ sXdW,

Se tiene:

(X, X), = fot s2X2ds

Asi que:

Y, = fi £ Xods + [ s XodW, = L [ L2 X2ds =t + [] sdW, — 1t°

— 1 ¢
=t—st* +tW, — [y Wids

Por lo tanto:

X, = exp {t — B+, — fot Wsds}
c) Xy = exp {Wt + %t2 — %t}
d) X; = exp {f; QSdWS} = exp {QtVVt -2 fg Wsds}

3. dX; = sec X, [%(1 + sec X tan X;)dt + th}

Solucién

Consideremos el cambio de variable Y; = senXj;.

Xy = Xo+ [y Lsec X (1 + sec X, tan X, )ds + [, sec X,dWW,

senX; = senXy + fot cos X,d X, — %fot senX,d (X, X),
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= senXo—i-fOt 1 cos X, sec X, (1+sec X, tan Xs)ds—i—folt cos X, sec X, dW,—1 f(f sen X, sec? X ds
= senX, + fot 1(1 + sec X, tan X, )ds + fot dW, — 5 fot sec X, tan X,ds
= senXg + %t + W,

Asi que:

X; = arcsen (senXo + %t + Wt)

21. VERIFICACION DE SOLUCIONES DE ECUACIONES DIFERENCIALES ESTOCASTICAS

Ejemplos

1. Verifiquemos que:

X, = PWi—38% (Xo + fot Oze_@ws_%ﬁ%)ds)
es solucién de la ecuacion:

dX; = adt + X, dW,

donde o y 3 son constantes.

Definamos:

F (z,y) = xe¥

Uy = Xo+ [} ae™ (BWem25%) g

Zy = W, — 35°.

Se tiene:

(2,2), = p*

Aplicando la férmula de Ito, se tiene:

X, =F(Up, Z) = Xo+at + [y BX AW, — 152 [ Xods + 152 [ X,ds

= Xo+at + [; BXdW,

2. Verifiquemos que:

Sy = Soe(“_%az)t“"wt

es solucién de la ecuacion:
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dSy = pSydt + oS dW,
En efecto, por la férmula de Ito, con F(z) = e”, se tiene
F((p—ic)t+oW,) =1+ fot(,u — 202 F ((p— 30%)s + oW,) ds
+ f[f oF ((n— 30%)s + oW,) dW, + 3 fot o F ((n— 30%)s + oW) ds
=1+ fot pF ((p— 30%)s + oW,) ds + fot oF ((n— 30%)s + oW,) dW;
Por lo tanto,
Sy = SoF (1 — 302)t + oWy)
= Sotiu [y SoF (1 — 302)s + oW,) ds+o [y SoF (1 — L0%)s + aW,) dW,
= So+ [y Syds + o [} S.dW,

3. Verifiquemos que

X, = Xpexp {fg(as — 18%)ds + f(f ﬁdes}

es solucién de la ecuacion:

dX; = au Xdt + 5, X dW,

donde (t);cp+ ¥ (B1)yer+ SOn procesos estocdsticos continuos e independientes de (X¢),-
Solucién

Definamos F (z,y) = ze¥, Uy = Xo y Z; = f(f(ozs —18%)ds + fot B dWs.

Se tiene:

(Z,2), = [, Bds

Aplicando la férmula de Ito, se tiene:

X, =F (U, Z) = Xo+ [, Xo(as — 182)ds + [ X,B,dW, + L [ X,32ds

= Xo+ [ aXods + [) B, X dW,

4. Verifiquemos que

exp{WH—%t}
XO_I—&—fg exp{Ws—i-%s}ds

X, =
es solucién de la ecuacion:

dX; = (Xy — X2)dt + X dW;

Solucién

Definamnos F (z,y) = £, Uy = X3" + [{exp { W, + bs} ds y Z = W, + 3.

Se tiene:



(Z2,2), =t
Aplicando la férmula de Ito, se tiene:
Xt — F (Uta Zt)

=Xo+ [5 —&{Zﬁexp{ws +ishds + [) XdW, + 1[5 Xods + L [ Xds

= Xo— [y X2dW, + [ X, dW, + [} X.ds

= Xo+ [ (X, — X2)dW, + [3 Xds

Vi=exp {W, + it} =1+ [[VidW, + L [[ Vids + L [3 Vids = 1+ [; VidW, + [, Vids
dV; = VidW; + Vidt

En general, si V; = F(X}), entonces

F(X,) = F(Xo) + [y F/(X,)dX, + L [T F"(X,)d (X, X),

Asi que:

dV, = F'(X,)dX, + LF"(X,)d (X, X),

5. Verifiquemos que

X, = Vet (Xo + fot Se_(WS‘%s)dWS>

es solucién de la ecuacion:

dX; = tdt + (X, + t)dW,

Solucién

Definamos F (z,y) = ze¥, Uy = X + fot se~We=39qW, v Z, = W, — 3t.
Se tiene:

(Z,Z), =t

(U, 2Z), = fot se=(Wam39) g

Aplicando la férmula de Ito, se tiene:

Xy = F (U, Zy)

= Xo+ [y sdW, + [ XodW, — L [T Xods + L [ Xods + [ sds

= Xo+ [y sdW, + [y X dW, + [ sds

39
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= Xo+ [ sds + [y XodW, + [ sdW
22. EJERCICIOS

1. Encuentra la solucién general de la ecuacién diferencial estocdstica dX; = —aX,dt+odW,,
donde o y ¢ son constantes.

Xy = (Xo+ fyoeesaw,) et

2. Haciendo el cambio de variable Y; = In X, resuelve los siguientes problemas con valores
iniciales:

a) dX, = tX,dW, Xo=1

b) dX, = X,dt + tX,dW, Xp=1

¢) dX; = tX,dt + X, dW, Xo=1

d) dX, = 22X, dt + 2t X,dW, Xo=1

3. Encuentra la solucién general de la siguiente ecuacién diferencial estocéstica:

dX, = sec X, [%(1 + sec X; tan X;)dt + dVVt]

Sugerencia: Considera el cambio de variable Y; = senX;.

4. Demuestra que cada una de las siguientes ecuaciones diferenciales estocdsticas tiene la
solucion que se indica:

a) dX; = a Xydt + B, X;dW;, donde (ar),~q ¥ (B),¢ s0n procesos estocdsticos continuos e
independientes de (X;),--

X, = Xoexp {fot(as — % g)ds + f(f BSdWS}

. exp{WH—%t}
— X0’1+f0t exp{WS+%S}d8

Xi

X, = Vet (Xo + fot Se_(WS‘%S)dWS>



